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В работе  изучается устойчивость банахового g -фрейма в банаховом про-
странстве относительно банахового пространства последовательностей из векторов. 
Найдены достаточные условия, при которых существует линейный ограниченный опе-
ратор, который вместе с системой близкой, в определенном смысле, банаховому g -
фрейму образуют банаховый g -фрейм . Из результатов полученных  в работе, в  ча-
стных случаях, получаются некоторые известные факты об устойчивости банахового 
g -фрейма в банаховом пространстве относительно банахового пространства после-
довательностей из векторов. 
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 Известно, что фреймы в гильбертовом пространстве являются 
обобщениями ортонормированных базисов. Понятие фрейма в гильберто-
вом пространстве было введено R.J.Duffin и A.C.Schaeffer при изучении 
негармонических рядов Фурье [1]. Напомним, что система { } Niif ∈  гиль-
бертового пространства H  называется фреймом, если существуют посто-
янные 0>A  и 0>B  удовлетворяющие условию 
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i ≤≤ ∑
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=

 для любого Hf ∈ . 

Постоянные A  и B  называются фреймовыми границами. По теории 
фреймов можно ознакомится в монографиях [2,3]. Фреймам и их прило-
жениям посвящены многочисленные работы [4-6] и др. Фреймы находят 
применение  в сигнальных процессах, сжатии данных, характеризации 
функциональных пространств и в других областях.  

Распространение фреймов на случай банаховых пространств при-
надлежит К.Gröchenig. В [7] введены понятия банахового фрейма  и  ато-
марного разложения в банаховых пространствах следующим образом.  
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Пусть X  - банахово пространство, dX  - банахово пространство 
последовательностей из скаляров, XXS d →: , { } Xx Nnn ⊂∈  и { } ** Xx Nnn ⊂∈ .  

Пара { }( )Sx Nnn ;*
∈  называется банаховым фреймом в X  относитель-

но dX , если выполнены условия 
(i) { } dNnn Xxx ∈∈)(*   для всех Xx∈ ; 

(ii) существуют 0>A  и 0>B  такие, что { }
XXNnnX

xBxxxA
d
≤≤ ∈)(*  

для всех Xx∈ ; 
(iii) ),( XXLS d∈  и { }( ) xxxS n =)(*  для всех Xx∈ .  

Пара { } { }( )NnnNnn xx ∈∈ ;*  называется атомарным разложением в X  
относительно dX , если выполнены условия 
(i) { } dNnn Xxx ∈∈)(*   для всех Xx∈ ; 

(ii) существуют 0>A  и 0>B  такие, что { }
XXNnnX

xBxxxA
d
≤≤ ∈)(*  

для всех Xx∈ ; 

(iii) ∑
∞

=

=
1

* )(
n

nn xxxx  для всех Xx∈ .  

 Банаховые фреймы и атомарные разложения изучались в работах 
[8,9] и др. С практической точки зрения важным вопросом теории фрей-
мов в гильбертовых и банаховых пространствах является вопрос устойчи-
вости фрейма. Устойчивость фреймов в гильбертовых и банаховых  про-
странствах изучалась многими авторами, как, например,  [10-14].  
 Один из обобщений фрейма является понятие g -фрейма. Понятие 
g -фрейма в гильбертовых пространствах было введено в [15]. Банаховый 
аналог g -фрейма введено в [13]. g -фреймы  и вопросы их устойчивости 
в гильбертовых и банаховых пространствах исследовались в [13, 16, 17].  
 В данной работе изучается устойчивость g -фрейма в банаховом 
пространстве относительно банахового пространства последовательнос-
тей из векторов. Результаты, полученные в работе, являются обобщения-
ми ряда результатов работ [13,17].  

 
Устойчивость  Xg ~ -фрейма 

Пусть  X   и  Z  - банаховые пространства, X~  - BK -пространство 
над X , т.е. банаховое пространство последовательностей векторов X  с 
покоординатными  линейными операциями. Обозначим через ∞X~  и pX~  
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)1( +∞<≤ p  BK -пространства последовательностей { } Xx Nnn ⊂∈  с соот-

ветствующими конечными нормами { }
Xn

n
Nnn xx sup=∈  и { }

p

n

p

XnNnn xx
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
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=
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Определение 1 ([13]). Пусть  система { } Nnn ∈
*ϕ  ⊂  ),( XZL  и 

ZXS →~: .  Пара { }( )Sn ,*ϕ  называется банаховым g -фреймом  в Z  отно-

сительно X~ , если  
1) { } Nnn z ∈)(*ϕ ∈ X~  для любого   Zz∈ ; 

2) существуют числа 0,0 >> BA  такие, что A
Z

z  ≤  { }
XNnn z ~

* )( ∈ϕ  ≤  B  
Z

z   

для любого Zz∈ ;                             
3) оператор S  линеен и ограничен на X~  и { }( ) zzS Nnn =∈)(*ϕ  для любого 

Zz∈ .                                          
Постоянные A  и B  называются фреймовыми границами для 

{ }( )Sn ,*ϕ , а оператор S  оператором востанавливания. Далее, банаховый 

g -фрейм  в Z  относительно X~  будем называть банаховым Xg ~ -фреймом 
в Z .  

Нам понадобится следующее утверждение.  
Теорема 1 ([11]). Пусть XXG →:  линейный оператор. Предпо-

ложим, что  существуют числа [ )1,0, 21 ∈λλ  такие, что 

XXX
xGxxGx )()( 21 λλ +≤−    для любого Xx∈ . Тогда G  ограничен 

и ограниченно обратим в X  и  

XXX
xxGx

1

21
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1
1)(
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λ
λ

λ
λ

−
+

≤≤
+
− − . 

        Перейдем  к  изучению возмущения Xg ~ -фреймов в банаховом про-
странстве.   

Теорема 2. Пусть { }( )Sn ,*ϕ  банаховый Xg ~ -фрейм в Z , оператор 

XZU ~: → определен по равенству { } Nnn zzU ∈= )()( *ϕ , система 

{ } Nnn ∈
*ψ ⊂ ),( XZL  и { } Nnn z ∈)(*ψ ∈ X~  для любого Zz∈ . Предположим, что 

существуют числа 0,, ≥µβλ  и   такие, что  
(а) 1<++ βµλ SUS ; 

(b) { } { } { }
ZXNnnXNnnNnn zzzz

β
µϕ

β
λψϕ

−
+

−
≤− ∈∈∈ 1

)(
1

)()( ~
*

~
**  для любого 

Zz∈ .  
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Тогда, существует ),~( ZXLT ∈  такой, что { }( )TNnn ,*
∈ψ  является ба-

наховым Xg ~ -фреймом в Z , с границами  

β
βµλ

+

++− −

1
)](1[ 1SSUS

, 
β

βµλ
−

−++

1
)1( UU

. 

Доказательство. Обозначим через XZV ~: →  оператор заданный  
по формуле { } Nnn zzV ∈= )()( *ψ , Zz∈ .  Учитывая  условие (b)  получаем  

X
zV ~)( ≤

X
zVU ~))(( − +

X
zU ~)( ≤  

X
zU ~)(

1 β
λ
−

 

+
Z

z
β

µ
−1

+
X

zU ~)( =  

=
X

zU ~)(
1

1
β
βλ

−
−+

+
Z

z
β

µ
−1

≤
Z

z
UU

β
βµλ

−

−++

1
)1(

, Zz∈ . 

Рассмотрим оператор SUVI )( −+ . Очевидно, что SUVI )( −+  линейный 
ограниченный оператор и VUSUVI =−+ ))(( . Возьмем Xx ~~∈  и оценим 

)~()( xSUV − . Из условия (b)  имеем  

X
xSUV ~)~()( − ≤  

X
xUS ~)~(

1 β
λ
−

 +
Z

xS )~(
1 β
µ
−

 

Отсюда получаем  

X
xSUV ~)~()( − ≤  

X
xUS ~)~(λ +

Z
xS )~(µ +

X
xSUV ~)~()( −β ≤  

                                               
≤

X
xSUS ~
~)( βµλ ++ +

X
xSUVI ~)~]()([ −+β . 

Тогда, согласно условию (a) по теореме 1 оператор SUVI )( −+  ограни-
ченно обратим и  

)(1
1))(( 1

βµλ
β

++−
+

≤−+ −

SUS
SUVI . 

Пусть 1))(( −−+= SUVIST . Покажем, что T  есть требуемый оператор. 
Имеем  

ISUUSUVISUVISVSUVISTV ==−+−+=−+= −− ))(())(())(( 11 . 
Далее, для Zz∈  получаем  

≤≤=
ZZZ

zVTzTVz )()( S 1))(( −−+ SUVI
X

zV ~)( ≤

)(1
)1(

βµλ
β

++−

+

SUS
S

X
zV ~)( .  

Значит,  
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β
βµλ

+

++− −

1
)](1[ 1SSUS

Z
z ≤

X
zV ~)( , Zz∈ . 

 Теорема доказана. 
 Теорема 3. Пусть { }( )SNnn ,*

∈ϕ  банаховый Xg ~ -фрейм в Z , система 

{ } Nnn ∈
*ψ ⊂ ),( XZL  такая, что { } Nnn z ∈)(*ψ ∈ X~ , Zz∈ , операторы  

XZU ~: → , XZV ~: →  определены по выражениям { } Nnn zzU ∈= )()( *ϕ  и  
{ } Nnn zzV ∈= )()( *ψ , Zz∈ .  Предположим, что существуют числа 0, ≥µλ  и 
)1,0[∈β  :  

(а) 1<++ SVSUS µβλ ; 

(b) { } { } { } { }
ZXNnnXNnnXNnnNnn zzzzz µψβϕλψϕ ++≤− ∈∈∈∈ ~

*
~

*
~

** )()()()(  для 

любого Zz∈ .  
Тогда существует ),~( ZXLT ∈  такой, что { }( )TNnn ,*

∈ψ  является ба-
наховым Xg ~ -фреймом в Z , с границами  

1)](1[ −++− SSVSUS µβλ , 
β

µλ
−

++

1
)1( U

. 

Доказательство. Воспользуясь условием (b), получаем  

X
xSUV ~)~()( − ≤  

≤
X

xUS ~)~(λ +
X

xVS ~)~(β +
Z

xS )~(µ ≤
X

xSVSUS ~
~)( µβλ ++ . 

Поэтому, в силу условия (а), оператор SUVI )( −+  ограниченно обратим 
и  

)(1
1))(( 1

SVSUS
SUVI

µβλ ++−
≤−+ − . 

Теперь оценим 
X

zV ~)(  для любого  Zz∈ .  Имеем  
 

X
zV ~)( ≤

X
zVU ~))(( − +

X
zU ~)( ≤  

X
zU ~)()1( λ+  + 

+
X

zV ~)(β +
Z

zµ , Zz∈ . 
Следовательно,  

X
zV ~)( ≤  

X
zU ~)(

1
1

β
λ

−
+

+
Z

z
β

µ
−1

≤
β

µλ
−

++

1
)1( U

Z
z , Zz∈ .  

Обозначим через  1))(( −−+= SUVIST . Так как ITV = , то  для Zz∈  по-
лучаем  
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≤≤=
ZZZ

zVTzTVz )()( S 1))(( −−+ SUVI
X

zV ~)( ≤

)(1 SVSUS
S

µβλ ++− X
zV ~)( . 

Таким образом, из последнего неравенства получаем  
1)](1[ −++− SSVSUS µβλ

Z
z ≤

X
zV ~)( , Zz∈ . 

Теорема доказана. 
 Из доказанных теорем, в частности, получается следующее утвер-
ждение об устойчивости банахового  Xg ~ -фрейма в банаховых простран-
ствах ([13]).  

 Следствие.  Пусть { }( )Sn ,*ϕ  банаховый Xg ~ -фрейм в Z , оператор 

XZU ~: →  определен по равенству { } Nnn zzU ∈= )()( *ϕ , система 

{ } Nnn ∈
*ψ ⊂ ),( XZL  и { } Nnn z ∈)(*ψ ∈ X~  для любого Zz∈ . Предположим, что 

существуют числа 0, ≥µλ     такие, что  

(а) 1−<+ SU µλ ; 

(b) { } { } { }
ZXNnnXNnnNnn zzzz µϕλψϕ +≤− ∈∈∈ ~

*
~

** )()()(  для любого Zz∈ .  

Тогда существует ),~( ZXLT ∈  такой, что { }( )TNnn ,*
∈ψ  является ба-

наховым Xg ~ -фреймом в Z , с границами )(1 µλ +−− US  и µλ ++ UU . 

Теорема 4. Пусть { }( )Sn ,*ϕ  банаховый Xg ~ -фрейм в Z , оператор 

XZU ~: →  определен по равенству { } Nnn zzU ∈= )()( *ϕ , система 

{ } Nnn ∈
*ψ ⊂ ),( XZL  такая, что  оператор XZV ~: →  заданный по выраже-

нию { } Nnn zzV ∈= )()( *ψ , Zz∈ , удовлетворяет неравенству   1−< SV . То-

гда существует ),~( ZXLT ∈  такой, что { }( )TNnnn ,**
∈+ψϕ  является банахо-

вым Xg ~ -фреймом в Z  с границами  
1)1( −− SVS  и VU + .  

Доказательство. Очевидно, что 
X

zVU ~)]([ + ≤ ( )VU +
Z

z . Из 

условия 1−< SV  следует, что оператор VSI +  ограниченно обратим. 

Пусть 1)( −+= VSIST . Тогда  
ISUUVSIVSISVUVSISVUT ==++=++=+ −− )()()()()( 11 . 

Далее, так как 
VS

VSI
−

≤+ −

1
1)( 1 , то  
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≤++≤+= −
ZZZ

zVUVSISzVUTz )]([)())](([ 1

VS
S

−1 X
zVU ~)]([ +  

. 
Отсюда имеем оценку  

( ) 11 −− SVS
Z

z ≤
X

zVU ~)]([ + , Zz∈ . 
Теорема доказана. 
Теорема 5. Пусть pXX ~~ ⊂ , )1( ∞≤≤ p , { }( )SNnn ,*

∈ϕ  банаховый 

Xg ~ -фрейм в Z , оператор XZU ~: →  задан по формуле  { } Nnn zzU ∈= )()( *ϕ , 

система { } Nnn ∈
*ψ ⊂ ),( XZL : { } Nnn z ∈)(*ψ ∈ X~ , Zz∈ , и определен  оператор 

XZV ~: → , { } Nnn zzV ∈= )()( *ψ , Zz∈ . Пусть существуют )~(XLL∈  и 
)(, XLGF nn ∈  такие, что )())(( zUzVL = , Zz∈ ,  и   

XXnX
xaxFxa 21 )( ≤≤ , 0, 21 >aa , Xx∈ , Nn∈ ; 

XXnX
xbxGxb 21 )( ≤≤ , 0, 21 >bb , Xx∈ , Nn∈ . 

Предположим, что существуют числа 0, ≥µλ  и )1,0[∈β :  

(а) 1
1 )1( −−< Sa λµ ; 

(b) ( ){ } { } { }
ZXNnnnXNnnnXNnnnnn zzGzFzGF µψβϕλψϕ ++≤− ∈∈∈ ~

*
~

*
~

** )()()(  

для любого Zz∈ .  
Тогда существует ),~( ZXLT ∈  такой, что { }( )TNnn ,*

∈ψ  является ба-

наховым Xg ~ -фреймом в Z , с границами   
2

1
1

)1(
)1(

b
Sa
β

µλ
+

−− −

, 
1

2

)1(
)1(

b
Ua

β
µλ

−

++ . 

Доказательство. Для  любого Zz∈ , с учетом условия (b),  полу-
чаем  

 
{ }

XNnnn zG ~
* )( ∈ψ ≤ ( ){ }

XNnnnnn zGF ~
** )( ∈− ψϕ + { }

XNnnn zF ~
* )( ∈ϕ ≤  

                      ≤ { }
XNnnn zF ~

* )()1( ∈+ ϕλ + { }
XNnnn zG ~

* )( ∈ψβ +
Z

zµ . 

 
Последнее неравенство можно записать в виде  

{ }
XNnnn zG ~

* )( ∈ψ ≤ { }
XNnnn zF ~

* )(
1
1

∈−
+ ϕ
β
λ

+
Z

z
β

µ
−1

. 

Тогда  

X
zV ~)( ≤ { }

XNnnn zG
b ~

*

1

)(1
∈ψ ≤ { }

XNnnn zF
b ~

*

1

)(
)1(

1
∈−

+ ϕ
β
λ

+
Z

z
b1)1( β

µ
−

≤  
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          ≤
X

zU
b
a

~

1

2 )(
)1(
)1(

β
λ

−
+

+
Z

z
b1)1( β

µ
−

≤
1

2

)1(
)1(

b
Ua

β
µλ

−

++
Z

z . 

 
Затем, из последовательности неравенств  
 

{ }
XNnnn zG ~

* )( ∈ψ ≥ { } −∈ XNnnn zF ~
* )(ϕ ( ){ }

XNnnnnn zGF ~
** )( ∈− ψϕ ≥                          

                             ≥ { } −− ∈ XNnnn zF ~
* )()1( ϕλ { } −∈ XNnnn zG ~

* )(ψβ
Z

zµ  

 

получаем, что  { }
XNnnn zG ~

* )( ∈ψ ≥ { } −
+
−

∈ XNnnn zF ~
* )(

1
1 ϕ

β
λ

Z
z

β
µ
+1

. 

Таким образом,  

X
zV ~)(  ≥ { }

XNnnn zG
b ~

*

2

)(1
∈ψ ≥ { } −

+
−

∈ XNnnn zF
b ~

*

2

)(
)1(

1 ϕ
β
λ

Z
z

b2)1( β
µ

+
≥  

    ≥ −
+
−

X
zU

b
a

~

2

1 )(
)1(
)1(

β
λ

Z
z

b2)1( β
µ

+
≥

2

1
1

)1(
)1(

b
Sa
β

µλ
+

−− −

Z
z . 

 
 Требуемым оператором служит оператор SLT = , ибо ISUSLV == .  

Теорема доказана. 
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Xg ~ -BANAX FREYMİN HƏYƏCANLANMASI 
 

M.İ.İSMAYILOV 
 

XÜLASƏ 
 

 İşdə Banax fəzalarında  vektor ardıcıllıqlar Banax fəzasına nəzərən g -Banax freymin 
dayanıqlığı öyrənilir. g -Banax freymə müəyyən mənada yaxın olan sistemlə g -Banax freym 
cütü əmələ gətirən xətti məhdud operatorun varlığı üçün kafi şərtlər tapılıb. İşdə alınmış 
nəticələrdən xüsusi halda Banax fəzalarında vektor ardıcıllıqlar Banax fəzasına nəzərən g -
Banax freymin  dayanıqlığı haqqında olan bəzi məlum nəticələr alınır.  

 
Açar sözlər: freym, atomar ayrılış, g -Banax freym. 

 
ON PERTURBATION OF Xg ~ - BANACH  FRAME 

 
M.I.ISMAYILOV 

 
SUMMARY 

 
The paper deals with the stability of g-Banach frame in Banach space with respect to 

Banach space of vector valued sequences. The sufficient conditions under which there exists a 
linear bounded operator that together with the system close in definite sense to g-Banach frame 
forms g-Banach frame, are found. In special cases, from the results obtained in the paper, we 
get some known facts on stability of g-Banach frame in Banach space with respect to Banach 
space of vector valued sequences.  
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